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Credo che nessun luogo più di questo potrebbe essere consi
derato una sede opportuna per rievocare la figura e l'opera di Gio
vanni Ricci. 

In queste aule, ancora pochi mesi fa risuonò, seppure ormai 
affievolita dal male, la sua voce di Maestro, in questi corridoi ve
demmo ancor poche settimane fa aggirarsi la sua figura familiare, 
purtroppo resa ormai debole ed esitante dalla sofferenza. 

Nel suo studio, lo vidi, non molti giorni or sono, attardarsi an
cora lottando coraggiosamente contro una ineluttabile decadenza fi
sica, per seguire una consuetudine a Lui tanto cara di assiduità e 
di operosità, che era stata la ragione fondamentale della sua vita. 

Certo a noi tutti fa più piacere di ricordarlo ancora nel pieno 
vigore delle forze, delle sue forze fisiche, dico, perchè in realtà la 
lucidità dello, spirito non gli fu mai affievolita nemmeno negli ul
timi giorni di vita. 

Tuttavia io credo che questa immagine di Lui coraggiosamente 
in lotta col male si sia fusa nell' insieme delle memorie che di Lui 
serbiamo noi che lo seguimmo da vicino, e costituisca o-l'mai un ele
mento essenziale del ricordo di questo nostro Maestro, che ci fu 
largo di insegnamenti nelle discipline matematiche, ma anche di 
esempi di coraggio, di tenacia, di dedizione al dovere, nella vita 
di tutti i giorni. 

Ma se vogliamo non attardarci troppo sui ricordi più mesti e 
rievocare tempi più lieti dirò che la prima immagine che mi balza 
alla mente è certamente quella delle lezioni che io gio'vane' matri
cola, appena giunto dalla provincia piemontese, ascoltai da Lui, gio
vane professore appena giunto dalla Scuola normale superiore' di 
Pisa. Era il gennaio del 1937 e Giovanni Ricci era stato nominato 
il 15 dicembre 1936 professore di analisi matematica nell'Univer
sità di Milano. 
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Se la memoria non mi tradisce e se i successivi ricordi non si 
sovrappongono troppo a quelle mie impressioni di allora, direi che 
le due cose che mi colpirono subito in Lui furono la estrema chia
rezza delle sue lezioni e la sua s'icura padro·nanza del linguaggio. La 
chiarezza, la nitida eleganza dell'esposizione furono tra le caratte
ristiche più spiccate della sua attività e furono quelle che maggior
mente contribuirono a farne un meraviglioso didatta. La matema
tica fu veramente praticata da Lui secondo il concetto cartesiano 
delle idee chiare e distinte. Contribuì certamente alla formazione di 
questa lucidità del suo spirito l'ottima scuo,la da cui derivava, ma 
anche in modo' essenziale vi contribuì il suo acuto senso critico e la 
sua profonda onestà intellettuale. 

In quanto al suo linguaggio debbo confessare che io da buon 
piemontese, col mio italiano imparato bene al liceo mi trovai sem
pre un po' in istato d'inferiorità nei confronti del suo eloquio così 
agile, appropriato ed espressivo che riusciva spesso a collocare la 
paroletta giusta dove iO' avevo impiegato magari una pesante cir
conlocuzione. In questo gli giovò certamente l'esser toscano ed Egli 
notò spesso sorridendo che il mio italiano era più corretto del suo, 
perchè da buon fiorentino Egli era portato spesso ad impiegare i 
suoi idiotismi toscani per pura lingua letteraria. 

Probabilmente queste mie idee su di Lui si chiarirono meglio 
nei nostri successivi rapporti; tuttavia fin dalle prime lezioni è certo 
che questi lati più esteriori del suo carattere mi colpirono subito, 
anche se in modo un po' confuso. E più ancora mi colpi, appena 
ebbi con Lui qualche rapporto un po' più stretto, la sua assoluta 
one-stà, e soprattutto una sua profonda bo-ntà d'animo, mal celata 
dietro un suo atteggiamento che allora a me parve, di una. certa ri
gidezza e quasi di una certa freddezza fo-rmale nei modi. Solo più 
tardi capii bene il senso di quel suo controllarsi continuo, di quella 
sua preoccupazione di non lasciarsi andare, di non usare espressioni 
che potessero. sembrare affette da un troppo facile sentimentalismo. 
Ciò derivava non da mancanza di cordialità ma da un certo timore 
di lasciarsi scivolare verso atteggiamenti che potessero apparire di 
cattivo gusto e soprattutto da un profondo, quasi religioso senso del 
dovere, per cui Egli spesso era preoccupato dall' idea che un suo 
atteggiamento poco controllato potesse essere o anche solo apparire 
in contrasto coJla austerità che Egli pensava naturalmente con
nessa colle sue delicate funzioni di insegnante e di educatore. 

E poichè ho accennato al suo senso religioso devo aggiungere 
. che il quadro della sua rievocazio·ne sarebbe gravemente incompleto 
se io non ricordassi qui che certo Egli fu uno spirito intimamente 
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religioso, anche se evitò sempre di ostentarlo e se si sfonò sempre 
di esercitare anche di fronte a questi problemi la sua lucida cri
tica. Chi mi conosce può immaginare che questo lato de! suo carat
tere sia stato causa di contrasti fra noi, contrasti che assunsero sem
pre l'aspetto di una serena contesa intellettuale, grazie soprattutto 
al tono garbato che egli seppe sempre dare alla polemica, e alla sua 
capacità di ascoltare e vagliare .colla massima serenità e obiettività 
le ragioni dei suoi avversari, anche quando esse erano, molto lontane 
dal suo punto di vista. 

E questa qualità, che io ammirai in Lui in occasione di ben più 
aspre polemiche con ben più accaniti avve1rsari, fu sempre da me 
considerata come il frutto più apprezzabile deUa sua profonda one
stà e del suo grande autocontrollo. 

Ed ora, dopo aver ricordato i più significativi aspetti umani 
di questo nostro Maestro, sarebbe mio desiderio ricordarne, per 
quanto è possibile, almeno qualcuno di quei brillanti risultati nel 
campo scientifico ai quali è legata la meritata fama che Egli si pro
curò fra i matematici italiani e stranieri. 

Sarebbe impensabile tentare di dare qui un quadro completo 
delle sue ricerche, per questo dobbiamo rinviare alla nota biblio
grafica posta alla fine del presente scritto. 

Cercheremo soltanto di dare qualche idea almeno dei lavori del 
suo periodo pisano. A Pisa infatti e più precisamente alla Scuola 
normale superiore, dove Egli aveva condotto i suoi studi e dove si 
era brillantemente laureato nel 1925, Egli ritornò, dopo due anni 
circa di assistentato a Roma, per trascorrervi il periodo dal 1928 
al 1936, questa volta nella qualità di professore, prima strao.rdina
do e poi ordinario sempre presso la stessa Scuola normale. 

Furono questi certamente gli anni suoi più fecondi per quanto 
si riferisce alla rice'rca, ricerca che Egli rivolse in parte alla geO'
metria differenziale ma soprattutto a svariati campi dell'analisi ed 
in particolare alla teoria delle funzioni, alla teoria delle serie, e in 
modo prevalente alla teoria dei numeri. 

Quest'ultima assorbì certo dei suoi lavori la pa.rte più CÙ'spicua 
sia per numero che per importanza. Gli argomenti trattati furono 
soprattutto le, proprietà delle radici dell'unità in campi di caratte
ristica > 0, l'arimetica dei polinomi, le leggi di distribuzione dei 
primi con particolare riguardo alla congettura di Goldbach, e il 
settimo problema di Hilbert. 

Almeno di queste ultime due questioni nelle quali Egli diede 
probabilmente i suoi risultati migliori vorrei tentare di dare una 
idea agli ascoltatori. La cosidetta congettura di Goldbach è una pro
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posizione che risulta dal carteggio che questo matematico tenne con 
Eulero e può essere così formulata. Ogni numero intero pari > 2 
può sempre essere rappresentato come somma di due numeri primi. 
Per esempio 

4=2+2 6=3+3 8=5+ 3 10=5 + 5=7 +3 

ecc. 
Qualche volta si suoI dare il nome di congettura di Goldbach 

all'altra proposizione, un po' pill debole, che ogni numet'O inte,ro 
dispari > 5 si può scomporre nella somma di tre primi. 

Dal carteggio dei due matematici si dedurrebbe che essÌ' erano 
altrettanto sicuri della verità di tali proposizioni quanto incapaci 

- di dimostrarle; la riceTca di una tale dimostrazione si aggiunse 
quindi alla schiera dei numerosi problemi elementari insoluti della 
teoria dei numeri. 

Si può dire che la questione non fece sostanzialmente nessun 
progresso nel corso de,l secolo XIX. Solo nei primi anni del nostro 
secolo Hardy e Littlewood giunsero a dare una prima risposta che 
cercherò di riassumere brevemente. 

E' ben nota la funzione '(8), definita per Re 8 > 1 dalla rela
zione 

00 

~ 
1 

11.8 
(8 = o + i T variabile complessa) 

n=l 

di cui sappiamo che è regolare in tutto· il piano complesso, salvo un 
polo del primo ordine per 8 = 1, che' ha infi~iti zeri banali sul se
miasse reale negativo e infiniti zeri non banali nella striscia 
O ~ o ~ 1. E' noto che la distribuzione di tali zeri non banali è 
strettamente legata alla distribuzione dei numeri primi. Per esem
pio Hadamard e de la Vallée Poussin ottennero la dimostrazione' del 
teorema fondamentale dei numeri primi, che si può formulare: 

x 
II (:1:) ,..., (dove II (x) = ~ 1log x 

è il numero dei primi non maggiori di x) come conseguenza del 
fatto, previamente dimostrato, che la '(8) non ha zeri sull'orlo della 
striscia critica (O ~ o ~ 1), ed è ben noto che Riemann formuiò ad-

tar~. :::: 
del c_ ~ 

eSEere _ 
mette. 
plica 
per _'~r 
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dirittura l'ipotesi che tutti gli zeri non banali della (s) stanno sul
l'asse della striscia, cioè sulla retta 0= 1/2; se tale ipotesi è vera 
il teorema dei numeri primi prenderebbe addirittura la .forma 
n(x)=Lix + OO/~ldogx). 

Accanto alla C(s) si possono considerare più in generale le serie 
di Dirichlet 

X(n)
L (8, X) 

dove x(n) è un qualunque carattere (mod k) cioè, per un fissato nu
mero naturale k, una funzione che gode delle proprietà 

l (n) = 0, se (n, le) > 1; X(il, n') = X(n) . X (on') , se (n, n') = l ; 

Z (I/. + lo) = X (i!) . 

Si possono formulare per le serie di Dirichlet ipotesi analo
ghe all' ipotesi di Riemann. Per esempio Hardy e Little'Wood for
mularono l' ipotesi attenuata che gli zeri delle serie di Dirichlet ca
dano' tutti in una striscia (1/4 + c ~ o ~ 3/4 - c) strettamente in
terna alla striscia 1/4 ~ o ~ 3/4. 

Accettata tale ipotesi essi riuscirono a dimostrare che la con
gettura di Goldbach è vera per quasi tutti i numeri pari. La cosa 
va intesa nel senso che se M(n) è il numero dei numeri J)ari minori 
di n che non si possono decomporre nella somma di due primi si ha 

. M (n)llIn -- O. 
n_oo n 

Come si intuisce facilmente il raggiungimento di questo primo 
risultato era subordinato all'uso di concetti e di metodi piuttosto 
elaborati della teoria delle funzioni analitiche. 

Più tardi il problema venne affrontato con metodi più elemen
tari. E qui due strumenti soprattutto vennero sfruttati, iI metodo 
del crivello di Viggo Brun e la teoria della densità delle successioni. 

L'idea centrale che sta alla base del metodo di Viggo Brun può 
esse:re lumeggiata dal seguente esempio, che però è ben lontano dal 
mettere in luce le difficoltà che si presentano- quando si voglia ap
plicare tale metodo ad un livello che sia effettivamente utilizzabile 
per una ricerca efficace. 
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Si sa che in generale vale la formula di Legendre 

(/-) ~[:);] ~[X] ~[.v]7l: (x) - n Ix + 1 = [x] - - + -, - , + ..... Il 

p pp ppp 

dove p, p', p" so-no- i primi minori di Vx. Se per esempio poniamo 
x = 26 otteniamo 

7l: (26) - 7l: (II 26 ) + 1 = 

111111 1) 
= 26 ( 1 - -=-2 - -3' - -5 + ') g_ + ,)C. + 3 5 - --;:;-g" + 8 e 

• ;;.J. ,;.l ••'" t. _ •. 0 

(dove nel termine di indeterminazione 8 O si ha - l s 8' ::; 1). 
E quindi usando valori arrotondati otteniamo 6,9368 + 8 O; la 

quantità da valutare è dunque compresa fra - 1,07 e 14,94. 
Risultato evidentemente insoddisfacente. 
Se però man.ipoliamo opportunamente i termini fra parentesi 

potremo scrivere così l'espressione fra parentesi: 

L'ultimo termine tra parentesi è positivo; se lo sopprlmlamo 
l'espressione' da valutare diminuisce, però diminuisce anche' l'inde
terminazione ed avremo quindi 

( /- (1 1 1 1 1 ) 
7l: (26) - n I 26) + 1 > 26 1 - -- - - - -- + - + -, - 6 . 

2 3 5 2.3 2.5, 

In questo caso il vantaggio veramente esiguo consiste nel rica
vare che la quantità da valutare è maggiore di 0,066. Il principio 
tuttavia che in certe situazion.i conviene manipolare opportunamente 
e poi sopprimere dei termini coUe relative indeterminazioni risulta 
chiaro. 

Operando in gra,nde si possono ottenere maggiorazioni dal di 
sopra ed analogamente dal disotto con un resto relativamente pic
colo. Con artifici di questo genere per esempio Viggo Brun giun

7 
geva a dimostrare per via del tutto elementare che n(x) < -1x . 

og x 
Un altro ordine di idee è quello che si riferisce alla densità di 

una successione di elementi di No. Se diciamo M(n) il numeTO degli 
elementi della successione (che possiamo pensare formata da ele



COMMEMORAZIONE DI GIOVANNI RICCI 13 

menti distinti ordinati in senso crescente) che, risultano minori o 
uguali ad n, diremo densità della successione il limite 

. M (n) ini J.ll(n)11m -- oppure 
n-oo n lsn I/. 

Somma di due successioni sarà una successione in cui figurano 
tutti i numeri che, si possono ottenere come somma di un elemento 
qualunque della prima successio,ne con uno della seconda. 

Può accadere che sommando più successioni di densità zero si 
ottenga una successione di densità positiva o addirittura di den
sità 1 (che contiene quindi tutti i numeri naturali se assumiamo 
la seconda definizione, o quasi tutti se assumiamo la prima). 

Per e~empio la success'Ìone dei quadrati 

l, 4, 9, 16, ... 

ha evidentemente densità nulla, mentre sommando'la tre voU.e con 
se stessa si ottiene una successione di densità l (anche nel seco'ndo 
s.ignificato) in base al celebre teorema di Bachet che ogni numero 
naturale è esprimibile come somma di quattro quadrati. 

La congettura di Goldbach equivale pressappoco al teorema che 
le successioni de,i primi (completata collo zero) 

O, 2, 3, 5, 7, Il, 13, ... 

che ha densità nulla, sommata due volte a se stessa, dà una succes
sione di densità 1 (salvo aggiustare un pn' le cose all' iniz,io). 

Un importante acco.stamento alla dimostrazione· della conget
tura di Goldbach fu dato da! risultato di Schnirelmann. 

Esiste una costante S tale che ogni intero è esprimibile come 
somma di al più S addendi primi. Cioè sommando la successione 
dei primi a se stessa S - l volte si ottiene una successione di den
sità 1 (salvo il solito aggiustamento). 

Il calcolo della costante S condotto con metodo piuttosto som
mario conduce a ma,gg'iorazioni deI tipO' S :::; 800.000. Affinando via 
via la tecnica si potè giungere a miglim'are questo risultato, finchè 
nel 1936 Heilbronn, Landau e Scherk da una parte e Ricci dal
l'altra giunsero indipendentemente e quasi contemporaneamente a 
questi risultati 

S:::; 71 S:::; 67. 
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Questo risultato fu probabilmente il più celebre fra quelli con
seguiti dal Ricci e fu anche quello che mise meglio in luce quella 
che fu la qualità più tipica di Lui come ricercatore e cioè la paziente 
abilità con cui sapeva congegnare quegli strumenti di ricerca di cui 
abbiam dato soltanto una vaga idea, ma una effettiva applicazione 
dei quali esigeva però un gioco sottilissimo di combinazioni fra ele
menti presi dall'analisi comhinatoria, dall'algebra e dall'aritmetica. 

Queste doti si rivelarono in pieno anche nelle sue ricerche sul 
7° problema di Hilbert. Ricordiamo che il problema consiste nello 
stabilire se $'}, con i; ed 1] algebrici, sia algebrico o trascendente. 

Gelfond a conclusione di una lunga serie di ricerche in cui si 
erano cimentati var.i autoTi diede la soluz.ione del problema dimo~ 

strando che i;'} e sempre trascendente se i; "1= 0,1 ed l] è algebrico 
irrazionale. 

Ricci tentò di estendere queste ricerche al caso in cui i; ed l] 

fossero trascendenti. Egli' fissò l'attenzione sui trascendenti che 
sono più rapidamente approssimabili con numeri razionali cioè ai 
cosidetti trascendenti di Liouville che come è noto sono quelli per 
cui una. relazione del tipo 

Ip l--~ I<q qn 

è soddisfatta per una successione illimitata di numeri q, qualunque 
sia n (p, q, n interi, (p, q) = 1). 

La sua aspirazione era quella di dimostrare che se i; ed l] sono 
trascendenti di Liouville allora i; '} è trascendente. 

In realtà Egli giunse a delle proposizioni: un po' più deboli che 
interessano certe sottoclass'i dei numeri di LiouviUe, sottoc1assi foi'
mate da numed che, come Egli stesso ebbe a dire, sono «molto di 
Liouville ». 

Per esempio se esiste una successione illimitata {q,.} per cui 
risulti, per valori opportuni p,.: 

I }Jr I 1--a<11r IJ'"r 

con w = log2 
+e qr, f. > O, allora il numero i;o.~ è trascendente se ~ 

ed 1] sono algebrici, ; "1= 0,1. 
Più tardi nell'ambiente milane,se pur continuando a dare no

tevoli frutti nella teoria dei numeri il suo interesse scientifico si 
rivolse prevalentemente a questioni di altro tipo e soprattutto alla 

·fu s....:=:: 
si n.a:: 
\era~:._-:: 

cose be=--=
esteti 
dine, li: 
gli fu r

misura. 
che pot 
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teoria delle funzioni analitiche ma qui non possiamo che accennare 
fugacissimamente ad un esempio di quelli che furono i suoi inte
ressi in questo campo. 

E' ben noto il teorema di Vivanti secondo cui se una serie di 
potenze no + al Z + a2 Z2 + ... ha raggio di convergenza l e coef
ficienti reali tutti positivi allora la funzione analitica da essa ge
nerata ha una singolarità per z = 1. Ci si può chiedere se allen
tando le ipotesi sui coefficienti si possa garantire ancora l'esistenza 
di una singolarità nel punto z = l od eventualmente in un archetto 
abbastanza piccolo simmetrico intorno al punto l. 

Questioni di questo tipo furono trattate per esempio da Vi
vanti, da Pringsheim, da Hadamard, da Fabry ed altri. 

Uno dèi risultati notevoli del Ricci in questo campo fu appunto 
quello di garantire l'esistenza del punto singolare in condizioni par
ticolarmente interessanti che sarebbe però un po' lungo precisare in 
questa sede. 

Questo intenso lavoro di ricerca gli fruttò numerosi riconosci
menti accademici che testimoniano della stima di cui era circondato 
l'uomo e la sua opera. Dalla nomina a socio corrispondente e poi a 
membro effettivo dell' Istituto Lombardo, a quella a socio corrispon
dente dell'Accademia di Torino, a quella infine a soòo corrispon
dente dell'Accademia nazionale dei Lincei. 

I suoi brillanti risultati furono anche di ispirazione e di sti
molo ad una numerosa schiera di discepoli che Egli guidò con suc
cesso sulla via de.lla ricerca, coronando così queU'opera di Maestro 
nella quale' Egli non dimenticò mai di curare con grande scrupolo 
anche il più umile aspetto della lezione quotidiana. 

Accanto al ricercatore illustre, all' insegnante solerte e brillan
tissimo noi imparammo a conoscere in Lui anche il bibliofilo' appas
sionato. E in questo suo amore per i libri, che lo sorresse nell'opera 
veramente enorme di creare quasi dal nulla una ottima biblioteca 
per 1'Istituto di Matematica, entravano in egual misura il suo amore 
per lo studio, la sua passione di insegnante e il suo gusto estetico 
raffinatissimo. 

Perchè in realtà Egli fu soprattutto un esteta, un amante delle 
cose belle, ben ordinate, accuratamente rifinite, e quello stesso senso 
estetico che gli imponeva una esigenza di estrema chiarezza, di or
dine, di coerenza nella sua ricerca scientifica e nel suo insegnamento 
gli fu anche di guida nella sua condotta morale imponendogli una 
misura, un riserbo, un autocontrollo che escludesse qualunque atto 
che potesse sembrare comunque di cattivo gusto. 



16 M.� CUGIANI 

Le sue doti di rettitudine e di equilibrio gli valsero di esser 
chiamato a ricoprire posti di responsabilità nell'organizzazione della 
vita universitaria e della ricerca matematica. Fu per tre anni pre
sidente dell'U.M.I., per undici anni direttore dell' Istituto matema
tico della nostra Università e per tre anni insieme al collega Occhia
lini fu presidente di questo nostro sodalizio che oggi per la mia voce 
lo commemora con reverente commozione, nella speranza che il ri
cordo della sua nobile figura, che la tradizione di elevato sapere, di 
impegno nella ricerca e nell' insegnamento che Egli ci ha trasmessa, 
sia di modello e di sprone a noi che quasi tutti siamo stati suoi 
scolari, per proseguire coraggiosamente nelle dure battaglie che le 
non rosee prospettive della vita universitaria ci fanno presagire per 
l' immediato futuro. 
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